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Resumen
Los estudios realizados en el robot Delta han reportado inconveniencias con respecto a su limitado espacio de trabajo. Este
artı´culo propone una modificacio´n en la colocacio´n de sus actuadores, convirtie´ndose ası´ en lo que se denomina robot Deltoide.
Con este cambio, el espacio de trabajo puede aumentar o disminuir considerablemente. De esta manera, se propone una optimizacio´n
usando algoritmos gene´ticos para encontrar el mayor espacio de trabajo que el robot puede tener dependiendo de las variables de
disen˜o. Adema´s, se explica e implementa el ana´lisis general de la cinema´tica directa e inversa del robot Deltoide, en un software
creado especialmente para esta aplicacio´n.
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Workspace Optimization of a Deltoid Robot.
Abstract
Studies conducted on the Delta robot have reported drawbacks regarding its limited workspace. In this paper, it is proposed a
modification in the placement of its actuators, thus becoming what is called the Deltoide robot. With this change, the workspace
can greatly increase or decrease. This way, an optimization using genetic algorithms is proposed to find the largest workspace that
the robot can have depending on the design variables. Additionally, the general analysis of the forward and inverse kinematics of
the Deltoide robot, is explained and implemented in a software specially created for this application.
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1. Introduccio´n
Los mecanismos paralelos se han aplicado exitosamente en
varios procesos industriales como simuladores de vuelo y ma-
quinado de partes; aplicaciones que no requieren mucho movi-
miento ni largas distancias de desplazamiento del efector final.
Esto se debe a su espacio de trabajo relativamente pequen˜o en
comparacio´n con los manipuladores seriales. Au´n ası´, tambie´n
se han utilizado como parte de las aplicaciones de ensamblaje
o empacado ra´pido, ya que su precisio´n, rigidez y velocidad de
movimiento son mayores que otros tipos de robots.
Formalmente, un robot paralelo esta´ constituido por un
efector final con n grados de libertad, y una base fija, unidos
por al menos dos cadenas cinema´ticas independientes (Merlet,
2006).
El robot Delta, propuesto por (Clavel, 1985), fue uno de los
primeros manipuladores paralelos que demostro´ ser adecuado
para lı´neas de produccio´n debido a sus grandes propiedades ci-
nema´ticas. Este robot esta´ compuesto cla´sicamente con tres ca-
denas seriales que se unen en dos puntos, una plataforma fija en
forma de tria´ngulo equila´tero y un efector final que normalmen-
te tiene la misma forma que el eslabo´n fijo pero ma´s pequen˜o.
Estas cadenas seriales tienen los mismos eslabones y taman˜os;
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separadas por 120 grados como se muestra en la Figura 1.
Con base en la aplicacio´n, los para´metros de construccio´n
del robot a considerar pueden determinarse en funcio´n de sus
requerimientos cinema´ticos o estructurales (Clavel et al., 2008).
Se ha trabajado exhaustivamente para optimizar esos requisi-
tos (Zhao, 2013). Por ejemplo, (Laribi et al., 2007) sintetizan
el robot Delta tradicional utilizando algoritmos gene´ticos esta-
bleciendo el objetivo de alcanzar 8 esquinas de un cubo y op-
timizando el disen˜o para alcanzar esas esquinas. A su vez los
estudios realizados por (Courteillie et al., 2009) hablan sobre el
disen˜o de este robot para aplicaciones me´dicas. Su objetivo es
optimizar los para´metros geome´tricos para garantizar una gran
rigidez y sensibilidad esta´tica mediante el uso de algoritmos
gene´ticos.
Figura 1: Robot Delta. (Istvan, 2015).
En la bu´squeda de una mejor versio´n de robot Delta, varios
investigadores han hecho ligeros cambios en su forma estruc-
tural. Ya que el efector final ba´sico del robot Delta no puede
girar, (Isaksson et al., 2015) investigaron la adicio´n de meca-
nismos de engranaje para ayudar a incrementar el espacio de
trabajo rotacional de robots paralelos. Por otra parte, (Miller,
1999) introdujo un nuevo concepto de robot Delta, donde se
cambio´ la orientacio´n de los motores para lograr un mayor es-
pacio de trabajo y rigidez. (Ardestani and Asgari, 2012) cam-
biaron la orientacio´n y la posicio´n de los actuadores colocando
cada uno de ellos en las esquinas de un tria´ngulo iso´sceles. Otro
enfoque popular en el robot Delta es utilizar actuadores linea-
les colocados en las esquinas del tria´ngulo equila´tero y dejar
que los enlaces se muevan hacia arriba y hacia abajo en tres
pilas fijas.(Wang et al., 2007) optimizaron este robot Delta li-
neal para poder alcanzar la mayorı´a de las a´reas de un cuboide.
(Kelaiaia et al., 2012) mejoraron las dimensiones geome´tricas
de un robot Delta lineal utilizando el concepto de optimizacio´n
multiobjetivo por algoritmos gene´ticos. (Borchert et al., 2015)
se enfocaron en los mecanismos de extensio´n en lugar de las va-
riables de disen˜o del robot Delta. Con una seleccio´n adecuada
de dispositivos de extensio´n, los robots paralelos pueden mejo-
rar sus capacidades sin afectar demasiado la dina´mica del robot
mismo, dependiendo de la forma en que se realicen las mejoras.
(Stamper et al., 1997) optimizaron el espacio de trabajo del
robot Delta teniendo en cuenta el a´ngulo del eje de cada sub-
cadena cinema´tica respecto a las otras dos. Encontraron que al
acercar una subcadena a otra resulto´ en un espacio de trabajo
mayor, pero tambie´n disminuyo´ el ”I´ndice Global de Condicio-
namiento” (Gosselin and Angeles, 1991) que evalu´a el desem-
pen˜o del manipulador, como menciona (Moreno et al., 2012),
en funcio´n del ”Nu´mero de Condicio´n”, propuesto por (Salis-
bury and Craig, 1982) de la matriz Jacobiana, la cual relaciona
las velocidades del actuador con las velocidades de la platafor-
ma. Centraron su optimizacio´n en el ı´ndice de condicio´n y deja-
ron de lado un estudio ma´s profundo de las ventajas del espacio
de trabajo que surgen al cambiar el a´ngulo entre las subcadenas
cinema´ticas manteniendo los mismos para´metros dimensiona-
les del robot.
(Gutie´rrez-Preciado et al., 2014) trataron el ana´lisis inverso
y directo de posicio´n y el ana´lisis del espacio de trabajo del ro-
bot Delta usando diferentes colocaciones de los actuadores pa-
ra tener una primera aproximacio´n de la mejorı´a del espacio de
trabajo alcanzable para aplicaciones comunes. En consecuen-
cia, en este trabajo se realiza la optimizacio´n del espacio de
trabajo usando algoritmos gene´ticos, adema´s se analiza la velo-
cidad y aceleracio´n mostrando una comparacio´n de los perfiles
de velocidad y aceleracio´n para una aplicacio´n de “pick and
place”, ası´ como la implementacio´n en un software creado para
esta tarea.
Normalmente, en los robots seriales cada par es actuado y
por lo tanto, forma parte de los grados de libertad. Usando he-
rramientas como los para´metros de Denavit-Hartenberg se sim-
plifica la tarea de resolver el problema de la cinema´tica directa
debido a que se presenta de manera organizada la obtencio´n
de las ecuaciones utilizando u´nicamente la posicio´n y direccio´n
de cada par. Por el contrario, en los robots paralelos la solu-
cio´n de dicho problema es ma´s complicada de obtener pues in-
volucra la cinema´tica de 2 o ma´s subcadenas cinema´ticas que
al relacionarlas, producen un sistema de ecuaciones que gene-
ralmente son no lineales. Adema´s, los manipuladores paralelos
normalmente incluyen pares pasivos, es decir, no tienen un mo-
tor o actuador directamente acoplado. Por lo que se presenta
un me´todo geome´trico que propone otros para´metros variables
para el ana´lisis de la cinema´tica del robot Deltoide.
2. Cinema´tica del Robot Deltoide.
El robot Deltoide, es de tipo paralelo y consta de 3 subca-
denas cinema´ticas iguales que se unen en el efector final con
diferentes separaciones angulares entre ellas, para crear un es-
pacio de trabajo ma´s amplio acorde a diferentes aplicaciones y
adema´s muestra una menor demanda en las aceleraciones.
De acuerdo a(Pe´rez-Soto et al., 2014), la generacio´n directa
de la suba´lgebra de traslaciones espaciales en una plataforma
paralela se puede lograr con la interseccio´n de subcadenas ci-
nema´ticas que generen la suba´lgebra Schonflies. Tomando en
cuenta que las intersecciones de los subespacios de cada una
de las subcadenas siempre tendra´n como resultado traslacio-
nes en el espacio, sin importar en que´ posicio´n se encuentren
las subcadenas cinema´ticas con respecto al sistema coordenado
X1Y1Z1 de la base fija, se propone lo siguiente:
El a´ngulo de cada una de las i-e´simas revolutas, Ri, actua-
das, que tradicionalmente es de 120◦, puede variarse sin afectar
el movimiento resultante del manipulador. Es decir, se pueden
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poner los actuadores a 60◦ uno de los otros y se seguira´n te-
niendo traslaciones espaciales para el efector final del mani-
pulador,cuyo sistema coordenado es XHYHZH , sin embargo, el
espacio de trabajo cambiara´ notoriamente.
La Figura 2 muestra las variables de disen˜o que se utilizara´n
para construir el robot Deltoide.
Con el fin de realizar un ana´lisis cinema´tico general del ro-
bot Deltoide, se definen las variables de disen˜o que sera´n rele-
vantes para las cualidades cinema´ticas del robot:
A = Radio de la base fija.
L = Distancia entre los ejes de las revolutas paralelas R1
y R2.
B = Radio de la plataforma mo´vil.
p = Distancia entre los ejes de las revolutas paralelas R3
y R4 que en todo momento es igual a la distancia entre
las revolutas R5 y R6.
α j = A´ngulo que forma la subcadena cinema´tica 1 con la
subcadena cinema´tica j en la base fija, medido desde el
eje X1.
Las variables definidas afectan directamente al ana´lisis ci-
nema´tico de posicio´n, velocidad y aceleracio´n y con ellas es
posible construir un robot Deltoide.
La solucio´n geome´trica de las ecuaciones de la posicio´n ci-
nema´tica del robot Delta ha sido reportada en varios artı´culos o
trabajos, de modo que las ecuaciones se presentara´n aquı´ so´lo
como referencia. Para una descripcio´n ma´s detallada de los
ca´lculos, consulte (Robotics, 2014).
2.1. Ana´lisis inverso de posicio´n del Robot Deltoide.
El ana´lisis inverso de posicio´n debe calcularse para com-
probar si existen desplazamientos alcanzables por el robot Del-
toide y determinar si los puntos dados caen dentro del espacio
de trabajo.
En este caso, los desplazamientos angulares, θ j, deben de
ser calculados para cada subcadena cinema´tica, j,con sistema
de referencia X jY jZ j. Si existe solucio´n real para las tres sub-
cadenas entonces el punto H puede ser alcanzado por el robot
Deltoide, si una subcadena cinema´tica no tiene solucio´n real,
entonces ese punto esta´ afuera del espacio de trabajo. Para fa-
cilitar la visualizacio´n en el ca´lculo de la cinema´tica, puede ser
conveniente representar el robot Deltoide de manera esquema´ti-
ca para definir su estructura, como se muestra en la Figura 2.
Utilizando la Figura 3 , donde se muestra el punto de 
origen O de la base fija y los puntos I1, I2, I3 de origen de sus 
respectivas revolutas, además se muestra las componentes pjx, 
pjy, pjz del vector de posición, hj3, del punto I3 con respecto 
I2 y la Figura 4, la cual muestra el vector de posición hq del 
punto H respecto del sistema fijo X1 Y1 Z1, y el vector de 
posición (hq)j del punto H visto desde el sistema de la 
subcadena j y sus componentes (hqx)j, (hqy)j, (hqz)j, por lo que 
se pueden escribir las ecuaciones de la cinemática inversa en la 
forma:
θ j = 2 tan−1

4L(hqz) j +
√
16L2(hqz)2j − 4
(
M2j − 4Q2j L2
)
2
(
M j − 2LQ j
)
 (1)
donde:
M j = (hqz)2j + (hqy)
2
j + L
2 + Q2j − p2 (2)
Q j = (hqx) j − A + B (3)
(hqx) j = (hqx)1 cosα j + (hqy)1 senα j (4)
(hqy) j = −(hqx)1 senα j + (hqy)1 cosα j (5)
(hqz) j = (hqz)1 (6)
A partir de ahora, “c” y “s” se utilizara´n en lugar de “cos ” y
“sen ”, respectivamente, para simplificar las ecuaciones.
2.2. Ana´lisis inverso de velocidad del Robot Deltoide.
Al igual que el ana´lisis de posicio´n, el ana´lisis inverso de
velocidad consiste en determinar las velocidades de las articu-
laciones activas dado un determinado estado de velocidad de
la plataforma mo´vil. Conocer estas relaciones ayudara´ a com-
prender el movimiento del robot Deltoide. Usando la Figura 3,
donde se define el a´ngulo β j1, formado por la componente p jz y
la hipotenusa p jxz, medido en el plano X jZ j, el a´ngulo β j2, for-
mado por la componente p jz y la hipotenusa p jyz, medido en el
plano Y jZ j, el vector de posicio´n, hj1, del punto I1 con respec-
to O, adema´s se definen los vectores de posicio´n, hj2 y hj3, del
punto I2 e I3 vistos desde el punto I1 e I2, respectivamente, y el
vector de posicio´n, hj4, del punto H con respecto a I3, haciendo
posible establecer las ecuaciones (7) a (11).(
hq
)
j
= hj1 + hj2 + hj3 + hj4 (7)
(hqx)1 = Ac(−α j) + Lc(−α j)c(θ j) + p jx − Bc(−α j) (8)
(hqy)1 = −As(−α j) − Ls(−α j)c(θ j) + p jy + Bs(−α j) (9)
(hqz)1 = Ls(θ j) + p jz (10)
(hqx) j(hqy) j(hqz) j
 =
A00
 +
Lcθ j0Lsθ j
 + p
cβ j2sβ j1sβ j2cβ j2cβ j1
 +
−B00
 (11)
La ecuacio´n (11) tambie´n puede escribirse como la ecuacio´n
(12). (
hq
)
j
= hj1 + hj2 + ppj + hj4 (12)
donde pj es el vector unitario en direccio´n de hj3 y puede escri-
birse como:
pj =
cβ j2sβ j1sβ j2cβ j2cβ j1
 (13)
Si la ecuacio´n (12) se deriva con respecto al tiempo, se ob-
tiene una expresio´n para obtener la velocidad del efector final
(Vq) j vista desde la subcadena j. Obse´rvese que los vectores
hj1 y hj4 son constantes, de modo que despue´s de diferenciar, se
obtiene: (
h˙q
)
j
=
(
Vq
)
j
= h˙j2 + pp˙j (14)
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Figura 2: Diagrama esquema´tico que muestra el a´ngulo entre las subcadenas cinema´ticas del robot Deltoide.
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Figura 3: Diagrama auxiliar para el ana´lisis de la cinema´tica inversa del robot Deltoide.
Despue´s de expandirse, la ecuacio´n (14) se convierte,
(
Vq
)
j
=
−Lsθ jθ˙ j0Lcθ jθ˙ j
 + p
 cβ j2cβ j1β˙ j1 − sβ j2sβ j1β˙ j2cβ j2β˙ j2−cβ j2sβ j1β˙ j1 − sβ j2cβ j1β˙ j2
 (15)
Adema´s, el vector
(
Vq
)
j
puede escribirse en sus componen-
tes vectoriales para la j-e´sima subcadena cinema´tica:
(
Vq
)
j
=

(
Vqx
)
1
cα j +
(
Vqy
)
1
sα j
−
(
Vqx
)
1
sα j +
(
Vqy
)
1
cα j(
Vqz
)
1
 (16)
donde
(
Vqx
)
1
,
(
Vqy
)
1
y
(
Vqz
)
1
son las componentes de veloci-
dad del efector final del manipulador vistas desde el sistema de
referencia 1. Sustituyendo (16) en (15) se obtiene,

(
Vqx
)
1
cα j +
(
Vqy
)
1
sα j
−
(
Vqx
)
1
sα j +
(
Vqy
)
1
cα j(
Vqz
)
1
 =
−Lsθ jθ˙ j0Lcθ jθ˙ j

+ p
 cβ j2cβ j1β˙ j1 − sβ j2sβ j1β˙ j2cβ j2β˙ j2−cβ j2sβ j1β˙ j1 − sβ j2cβ j1β˙ j2

(17)
Cuando se aplica la ecuacio´n (17), a las subcadenas cinema´ti-
cas 1, 2 y 3 del robot Deltoide, se obtiene como resultado 9
ecuaciones con 12 inco´gnitas o componentes de velocidad, las
cuales son: Vqx, Vqy, Vqz, θ˙1, θ˙2, θ˙3, β˙11, β˙21, β˙31, β˙12, β˙22 y β˙32.
Es importante sen˜alar que anteriormente, el ana´lisis de posicio´n
se hizo para poder utilizar la ecuacio´n (17).
Finalmente, para completar la ecuacio´n de velocidad inver-
sa, las variables Vqx, Vqy y Vqz se toman como conocidas. Se-
parando y sustituyendo expresiones, se encuentra la siguiente
ecuacio´n para la velocidad angular ω jy del actuador j:
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Figura 4: Sistemas de referencia para las subcadenas cinema´ticas 1 y 2.
θ˙ j = ω jy =
(
Vqx
)
1
AX j +
(
Vqy
)
1
AY j +
(
Vqz
)
1
AZ j
Aω j
(18)
donde Ax j, Ay j y Az j son las componentes de la proyeccio´n del
vector unitario pj en (Vq) j y Aω j es su componente radial, las
cuales se pueden escribir como:
AX j =
[
cα jcβ j2sβ j1 − sα jsβ j2
]
AY j =
[
sα jcβ j2sβ j1 + cα jsβ j2
]
AZ j =
[
cβ j2cβ j1
]
Aω j = Lcβ j2
[
cθ jcβ j1 − sθ jsβ j1
]
La ecuacio´n (18) se puede usar para conocer las velocidades
angulares de los actuadores a partir de las velocidades deseadas
en ciertas posiciones del manipulador.
2.3. Ana´lisis inverso de aceleracio´n del robot Deltoide.
La ecuacio´n de ana´lisis de velocidad tambie´n puede escri-
birse como,
AX1 AY1 AZ1AX2 AY2 AZ2AX3 AY3 AZ3


(
Vqx
)
1(
Vqy
)
1(
Vqz
)
1
 =
Aω1 0 00 Aω2 00 0 Aω3

ω1yω2y
ω3y
 (19)
o incluso,
GX1 GY1 GZ1GX2 GY2 GZ2GX3 GY3 GZ3


(
Vqx
)
1(
Vqy
)
1(
Vqz
)
1
 =
ω1yω2y
ω3y
 (20)
J−1
(
Vq
)
1
= ωact (21)
donde GX j, GY j y GZ j son las razones siguientes:
GX j =
AX j
Aω j
; GY j =
AY j
Aω j
; GZ j =
AZ j
Aω j
Derivando la ecuacio´n (21) se obtiene la expresio´n de acelera-
cio´n:
ω˙act = J−1
(
V˙q
)
1
+
(
d
dt
J−1
) (
Vq
)
1
(22)
La ecuacio´n (22) se puede escribir en forma expandida co-
mo:
ω˙1yω˙2y
ω˙3y
 =
GX1 GY1 GZ1GX2 GY2 GZ2GX3 GY3 GZ3


(
V˙qx
)
1(
V˙qy
)
1(
V˙qz
)
1
+
G˙X1 G˙Y1 G˙Z1G˙X2 G˙Y2 G˙Z2G˙X3 G˙Y3 G˙Z3


(
Vqx
)
1(
Vqy
)
1(
Vqz
)
1

(23)
Para el ana´lisis inverso de aceleracio´n, una vez que se han
realizado los ana´lisis de posicio´n y velocidad, puede utilizarse
la ecuacio´n (23) ya que proporciona valores de aceleracio´n del
efector final. Al expandir y resolver la ecuacio´n (23), se obtiene
la siguiente expresio´n para la j-e´sima subcadena cinema´tica:1
ω˙ j =
1
Lc2β j2c
(
θ j + β j1
)2 {cβ j2[( (Vqxcα j + Vqysα j) cθ j
+ Vqzsθ j
)
cβ j2 − sβ j2s
(
β j1 + θ j
) (
Vqxsα j − Vqycα j
) ]
β˙ j1
+
[( (
Vqxcα j + Vqysα j
)
sβ j1 + Vqzcβ j1
)
cβ j2
− sβ j2
(
Vqxsα j − Vqycα j
) ]
cβ j1s
(
β j1 + θ j
)
ω j
+
[ − (Vqxsα j − Vqycα j) β˙ j2 + cβ j2((((V˙qx)1cα j
+ (V˙qy)1sα j)sβ j1 + (V˙qz)1cβ j1)cβ j2 − sβ j2((V˙qx)1sα j
+
(
V˙qy
)
1
cα j)
)]
(c
(
θ j + β j1
)
)
}
(24)
Aplicando la ecuacio´n (24) a cada subcadena cinema´tica del ro-
bot deltoide, se podra´ realizar el ana´lisis inverso de aceleracio´n.
1La solucio´n se obtuvo con el software Maple.
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3. Herramienta Gra´fica.
Para analizar el robot Deltoide y presentar los resultados de
forma gra´fica, se utilizo´ ADEFID como una plataforma base
para codificar utilizando C ++, (Gonzalez-Palacios, 2012).Es-
te software ha sido utilizado para estudiar varias a´reas de in-
genierı´a como vibraciones, engranajes, robots seriales y di-
versos mecanismos como muestra (Gonza´lez-Palacios, 2013).
Adema´s, la plataforma utiliza funciones OpenGL para alimen-
tar el entorno gra´fico.
El software desarrollado en la plataforma ADEFID consiste
en un programa con varios menu´s interactivos para trabajar con
los para´metros de construccio´n del robot Deltoide, cinema´ti-
ca directa e inversa, ana´lisis de velocidad, aceleracio´n y ope-
raciones de optimizacio´n, como se muestra en la Figura 5. En
el dialogo de optimizacio´n, el usuario puede variar los limites
y definir el taman˜o de los eslabones, adema´s puede modificar
la diferencia entre los radios y el a´ngulo entre las subcadenas.
Adema´s, el renderizado interactivo permite la visualizacio´n ge-
neral del robot con su espacio de trabajo.
Figura 5: Menu´ para hacer optimizacio´n mediante algoritmos gene´ticos.
4. Espacio de trabajo.
El espacio de trabajo de un robot puede ser definido por to-
das las poses que el efector final puede alcanzar de acuerdo con
las restricciones geome´tricas del robot. Para el robot Deltoide,
su espacio de trabajo se limitara´ a las poses que sus tres sub-
cadenas cinema´ticas puedan alcanzar al mismo tiempo. Si se
deja cada subcadena cinema´tica sola sin las restricciones de las
otras dos, podrı´a moverse en el espacio y girar en una direccio´n.
El extremo de esta subcadena cinema´tica podra´ moverse en un
espacio de forma de toroide en el que el radio principal del to-
roide es la longitud L del eslabo´n del actuador y el radio menor
es p, la longitud del siguiente eslabo´n. Conseguir el espacio de
trabajo de las tres subcadenas cinema´ticas juntas proporciona el
espacio de trabajo total del robot Deltoide.
Para visualizar el espacio de trabajo, se recurrio a definir
en ADEFID un volumen contenedor, posteriormente se discre-
tizo´ en una malla, definida por el usuario. Teniendo el volumen
contenedor, se evalu´a la cinema´tica inversa de cada subcadena
cinema´tica para cada punto definido en la malla, se obtiene una
matriz binaria de 3 dimensiones donde 1 representa el espacio
de trabajo y se unen los bordes del espacio de trabajo. La Figura
6 muestra el espacio de trabajo de las tres subcadenas cinema´ti-
cas y en la Figura 7 se visualiza el lı´mite del espacio de trabajo
del robot Deltoide.
Figura 6: Espacio de trabajo para subcadenas de un robot Deltoide.
Figura 7: Espacio de trabajo de un robot Deltoide.
La totalidad del espacio de trabajo del robot Deltoide con
frecuencia es muy irregular y por lo tanto, no es pra´ctico utili-
zarlo todo. Por ejemplo, los fabricantes de robots Delta, gene-
ralmente definen el espacio de trabajo como un cilindro con un
cono conectado en la parte inferior (Figura 8).
Con la finalidad de optimizar el espacio de trabajo del robot
Deltoide para un espacio utilizable en lugar de la totalidad del
espacio de trabajo, se propone optimizar el denominado “espa-
cio de trabajo seguro” que tiene las siguientes caracterı´sticas:
Alcanzable por el robot.
Fa´cil de representar en el espacio.
Previene que el robot se acerque demasiado a los lı´mites
del espacio de trabajo.
Formado por 4 conos elı´pticos truncados que describen
mayor volumen del espacio de trabajo que so´lo un cilin-
dro y un cono.
El volumen del espacio de trabajo seguro utilizando el soft-
ware desarrollado en ADEFID se define por 4 conos elı´pticos
truncados con la misma altura, los cuales se visualizan al:
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Figura 8: Hoja de datos de robots Delta de diferentes fabricantes (Adept, 2014; Fanuc, 2014).
Buscar la altura inicial y final, es decir, el primer punto
debajo del centro de la base fija que cae dentro del espa-
cio de trabajo y un punto antes del u´ltimo que alcanza el
espacio de trabajo.
Calcular la distancia entre la altura inicial y final y dividir
entre 4, para determinar la altura de cada cono.
Dibujar cada cono con la altura de su parte inicial ma´s
los dos radios de la elipse superior y la altura final con
sus radios correspondientes.
Debido a que dos subcadenas del robot Deltoide estarı´an
dispuestas sime´tricamente con respecto a la otra, la distancia
ma´s lejana del centro de la base a la frontera del espacio de
trabajo sera´ siempre perpendicular al eje del actuador de la sub-
cadena cinema´tica fija. Por lo anterior, se define al primer radio
como el 85 por ciento de la distancia del centro de la base fija
a la frontera en direccio´n perpendicular del eje del actuador fi-
jo. De similar manera, el segundo radio se mide con el 85 por
ciento de la distancia del centro de la base fija a la frontera pero
en direccio´n paralela al eje del primer actuador, que es gene-
ralmente la distancia ma´s corta entre el centro de la base y las
fronteras del espacio de trabajo total en un plano. Se repite el
proceso de encontrar los radios para todas las alturas correspon-
dientes y teniendo todos los valores, se puede dibujar el espacio
de trabajo seguro.
La Figura 9 muestra co´mo se ve el espacio de trabajo seguro
propuesto en comparacio´n con el espacio de trabajo total de un
robot Deltoide.
5. Optimizacio´n del espacio de trabajo.
En el presente trabajo de investigacio´n se optimiza el espa-
cio de trabajo seguro del robot Deltoide, el cual es una de las
principales limitaciones de los manipuladores paralelos. El ob-
jetivo es tener una expresio´n analı´tica del volumen de trabajo
en funcio´n de cuatro para´metros que pueda ser maximizada.
Existen muchas te´cnicas de optimizacio´n, entre las cuales
se encuentran los me´todos matema´ticos que requieren de una
funcio´n objetivo y restricciones.
Otras te´cnicas son los me´todos de optimizacio´n no tradi-
cionales basados en herramientas computacionales para poder
encontrar soluciones ra´pidas. En general, estos me´todos no re-
quieren la funcio´n objetivo porque su bu´squeda no se basa en la
funcio´n en sı´, sino en evaluaciones nume´ricas de la funcio´n ob-
jetivo, que puede o no ser conocida. Tal es el caso de las redes
neuronales y los algoritmos gene´ticos.
5.1. Formulacio´n Matema´tica
Para un resultado preciso donde se obtenga un ma´ximo ab-
soluto, es necesario obtener algebraicamente una funcio´n obje-
tivo, al igualar las ecuaciones de cada uno de los toroides for-
mados por las subcadenas cinema´ticas del robot. Sin embargo,
no se considera viable dado que es complejo matema´ticamente,
pues el centro de cada toroide varı´a segu´n las modificaciones
de los para´metros de disen˜o. Adema´s, la superficie resultante
serı´a el espacio de trabajo total y no el espacio de trabajo segu-
ro, por lo que se opta por un algoritmo gene´tico continuo. Para
lograrlo, es necesario obtener el volumen del espacio de trabajo
seguro utilizando el software desarrollado en este trabajo me-
diante la plataforma ADEFID.
Se han utilizado ajustes por regresio´n lineal y no lineal para
modelar el volumen del espacio de trabajo seguro. Las regre-
siones se basan en datos obtenidos del a´rea de trabajo total de
muchos casos que satisfacen los lı´mites definidos en la Tabla 1.
Tabla 1: Datos usados para los ana´lisis de regresio´n.
Dato Inferior Superior Incrementos
(mm) (mm) (mm)
Diferencia Base y Efector 0 300 20
Longitud Paralelogramo 160 1000 56
Longitud Actuador 130 805 45
A´ngulo subcadenas (◦) 40 160 8
Si se tomaran en cuenta las 6 variables de disen˜o del robot
y se deseara evaluar para 15 configuraciones de cada una, se
tendrı´an 11,390,625 puntos para obtener el volumen de trabajo
total. Sin embargo, se han definido algunas condiciones que re-
ducen el coste de computacio´n. Con lo anterior, el nu´mero de
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a) b)
Figura 9: Comparacio´n entre el espacio de trabajo total a) y el espacio de trabajo seguro b).
casos se reduce a 38,402. El tiempo que se requiere en evaluar
cada configuracio´n depende del taman˜o de la malla del espacio
de trabajo y de la capacidad de procesamiento de la compu-
tadora. Si se pretende obtener un resultado preciso en cada ca-
so, es necesario hacer mallas relativamente grandes para que
cada prueba tarde un tiempo de 1.5 segundos aproximadamen-
te en una computadora con un procesador intel i7 2630QM a
2GHz de velocidad, 6GB de RAM y disco duro de estado so´li-
do de 128GB. Con lo anterior, la recopilacio´n de informacio´n
tomo´ cerca de 16 horas. El programa desarrollado en ADEFID
genera un archivo de tipo csv que puede ser leı´do como hoja
de datos, el cual incluye los valores de cada variable para cada
caso y el volumen de trabajo total obtenido.
Utilizando el programa SPSS2 (Analytics, 2016) para el
ana´lisis estadı´stico de datos, se obtiene la siguiente ecuacio´n
lineal que intenta predecir el volumen del espacio de trabajo a
partir de las variables dadas:
Vol = −1,213 + 0,065 (A − B) + 3,21L + 0,825p + 0,07α1 (25)
La ecuacio´n lineal entrega un coeficiente de regresio´n de
0.862, lo cual no es suficiente para que la ecuacio´n sea consi-
derada u´til para predecir el volumen de un espacio de trabajo
seguro
Se intentaron numerosas formas de ecuaciones para prede-
cir el volumen del espacio de trabajo seguro, pero sin encontrar
una ecuacio´n suficientemente precisa para ser usada con seguri-
dad. No obstante, a continuacio´n se presentan tres ejemplos de
ecuaciones con los mejores resultados:
Vol = −0,354 (A − B)0,043 +0,519L3,656 +2,068p0,720 +5,19α0,141
(26)
Vol =1,627 (A − B) L/p−9,649 − 3,27 (p − L)2,195 − 0,208sin(α1)
+ 2,3L3,793 + 2,133p2,143
(27)
Vol =1,128 (A − B) L/p−6,434 − 3,23 (p − L)2,327 − 0,354sin(α1)
+ 2,358L3,488 + 1,922p2,668 + 0,271
(28)
Las ecuaciones (26), (27) y (28) tienen como coeficiente de
correlacio´n 0.930, 0.963 y 0.966 respectivamente.
Despue´s de una bu´squeda exhaustiva de la ecuacio´n que
predijera con e´xito el volumen del espacio de trabajo seguro,
se concluyo´ que serı´a ma´s apropiado tratar con los me´todos de
optimizacio´n no convencionales. Se propone la ecuacio´n (28)
como funcio´n objetivo va´lida dependiente de 4 para´metros ob-
tenida mediante regresio´n.
5.2. Algoritmo gene´tico
Se realizo´ una optimizacio´n del espacio de trabajo seguro
utilizando un algoritmo gene´tico continuo, el cual busca una so-
lucio´n o´ptima en un espacio de soluciones del problema. Esta
bu´squeda se realiza simulando la teorı´a de la evolucio´n, don-
de una poblacio´n se desarrolla con el tiempo y mejora a trave´s
de la crianza de nuevos individuos y generaciones. Con el fin
de obtener el mayor espacio de trabajo seguro como muestra la
siguiente ecuacio´n:
Funcio´nOb jetivo = max (Vol) (29)
Se consideran varias restricciones de taman˜o para presentar co-
mo resultado de la optimizacio´n a la mejor combinacio´n posible
de taman˜os de eslabones. El algoritmo gene´tico se implemento
dentro del software desarrollado en ADEFID, dejando la posi-
bilidad de variar la poblacio´n inicial, funcio´n aptitud, operacio-
nes de cruce y mutacio´n, ası´ como los criterios de finalizacio´n.
Para este caso se ejecuto´ el programa con una poblacio´n inicial
de 20 individuos, generados de forma aleatoria, por 120 gene-
raciones.
Teniendo una poblacio´n definida, se ordenan los individuos
de la poblacio´n con respecto a su aptitud, colocando a los me-
jores individuos en la cima de una lista y a los peores al fondo.
2Paquete Estadı´stico para las Ciencias Sociales, por sus siglas en ingle´s (Statistical Package for the Social Sciences).
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Los padres sera´n los individuos pertenecientes al 50 % me-
jor adaptado de la poblacio´n definida y las parejas se definen
de manera aleatoria entre esos individuos. Cada pareja produce
dos hijos por lo que el 50 % restante es sustituido por los hijos
producidos. Los genes de los hijos son determinados mediante:
Gennuevo = Genmama´ + β(Genmama´ −Genpapa´) (30)
Gennuevo = Genpapa´ + β(Genmama´ −Genpapa´) (31)
donde β es un valor aleatorio que va desde 0 hasta 1. Genpapa´ es
un elemento que pertenece a un conjunto de valores del indivi-
duo papa´ que dan solucio´n al problema que desea optimizarse.
Genmama´ y Gennuevo son homo´logos del Genpapa´.
Con las ecuaciones (30) y (31) se tiene 50 % de individuos
originales y 50 % de individuos nuevos.
El diagrama de flujo de la Figura 10 muestra de manera
simplificada del proceso realizado por el algoritmo gene´tico.
Inicio
Crear población
inicial aleatoria
¿Se cumplen
condiciones de
terminación?
Seleccionar al mejor
individuo de la última
generación
Fin
Crear Nueva
población a Partir
de Selección y
Mutaciones
Si
No
Figura 10: Proceso del algoritmo gene´tico.
Para reducir el tiempo que el algoritmo gasta al encontrar
una solucio´n, el nu´mero de variables se reduce al mı´nimo y se
establecen las siguientes condiciones:
La longitud del eslabo´n L es igual para las tres subcade-
nas cinema´ticas.
La longitud del eslabo´n p es igual para las tres subcade-
nas cinema´ticas.
La diferencia entre el radio de la base fija y el radio de la
plataforma mo´vil se convierte en una sola variable.
So´lo se utilizara´ un a´ngulo α j entre las subcadenas ci-
nema´ticas en el algoritmo y el segundo se encontrara´ por
simetrı´a.
Con solo 4 para´metros a encontrar, se pueden obtener resul-
tados ma´s ra´pidos y se pueden usar lı´mites ma´s amplios. Con
eslabones de mayor longitud, se encontrara´ un espacio de tra-
bajo ma´s grande, y con a´ngulos ma´s estrechos, la interseccio´n
entre el espacio de trabajo aumentara´, pero para encontrar solu-
ciones pra´cticas, para un robot relativamente pequen˜o como en
aplicaciones de empaquetado, se establecen los siguientes lı´mi-
tes de bu´squeda: a´ngulos en el rango de 40◦a 160◦, longitudes
L y p entre 300 y 1000 mm y la diferencia entre radios de 0 a
300 mm.
5.3. Ana´lisis de los resultados
Para identificar las tendencias que conducen a obtener espa-
cios de trabajo ma´s grandes, se realizaron varias optimizaciones
con diferentes lı´mites de bu´squeda para poder entender co´mo se
comporta el espacio de trabajo. Las Tablas 2, 3, 4, 5 y 6 mues-
tran los lı´mites de bu´squeda y los valores de los para´metros ob-
tenidos de la optimizacio´n realizados con algoritmos gene´ticos
continuos.
Tabla 2: Ejemplo 1 de optimizacio´n del espacio de trabajo
Variable Lı´mite Inferior Lı´mite Superior Mejor 2◦Mejor
L (mm) 300 1000 973 736
p (mm) 200 600 597 586
Ang (◦) 40 160 143 143
Dif. (mm) 1 300 79 79
Vol. de trabajo seguro (m3) – – 0.8635 0.8067
Tabla 3: Ejemplo 2 de optimizacio´n del espacio de trabajo
Variable Lı´mite Inferior Lı´mite Superior Mejor 2◦Mejor
L (mm) 200 600 579 581
p (mm) 300 1000 988 963
Ang (◦) 40 160 154 147
Dif. (mm) 1 300 24 63
Vol. de trabajo seguro (m3) – – 2.0931 2.0584
Tabla 4: Ejemplo 3 de optimizacio´n del espacio de trabajo
Variable Lı´mite Inferior Lı´mite Superior Mejor 2◦Mejor
L (mm) 530 1000 898 825
p (mm) 530 1000 990 870
Ang (◦) 40 100 45 43
Dif. (mm) 1 300 99 222
Vol. de trabajo seguro (m3) – – 3.3839 2.4380
Tabla 5: Ejemplo 4 de optimizacio´n del espacio de trabajo
Variable Lı´mite Inferior Lı´mite Superior Mejor 2◦Mejor
L (mm) 10 1000 951 895
p (mm) 300 301 301 301
Ang (◦) 140 160 160 160
Diff (mm) 1 300 89 66
Vol. de trabajo seguro (m3) – – 0.1793 0.1791
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Tabla 6: Ejemplo 5 de optimizacio´n del espacio de trabajo
Variable Lı´mite Inferior Lı´mite Superior Mejor 2◦Mejor
L (mm) 300 301 301 301
p (mm) 10 1000 951 881
Ang (◦) 140 160 143 144
Dif. (mm) 1 300 10 4
Vol. de trabajo seguro (m3) – – 0.6362 0.5224
En el ejemplo 1 se dejaron los lı´mites pra´cticamente abier-
tos, siendo el valor ma´ximo de la longitud del eslabo´n p menor
que la longitud L. El resultado indica una tendencia mayor en el
espacio de trabajo seguro entre mayores sean las longitudes de
los eslabones, mayores los a´ngulos α j y menor la diferencia en-
tre radios. El segundo ejemplo muestra las mismas tendencias.
Por otro lado, es posible reducir la diferencia entre la base fija
y el efector final, esto hace que se incremente el espacio de tra-
bajo. Al comparar los casos 1 y 2, queda claro que la longitud
p tiene un mucho mayor efecto en el espacio de trabajo que la
L.
En el caso 3 que se muestra en la Tabla 4, los límites se man-
tuvieron iguales para la longitud L y p, pero al a´ngulo α j entre
subcadenas se le limito´ a no ser muy grande. El resultado fue
que, nuevamente, entre mayores las longitudes de los eslabo-
nes, sera´ mayor el espacio de trabajo y entre menor la diferen-
cia entre radios, se obtendra´n un volumen mayor del espacio de
trabajo seguro. Sin embargo, debido a que no se podı´an lograr
a´ngulos α j muy grandes entre las subcadenas cinema´ticas, re-
sulta o´ptimo un a´ngulo ma´s pequen˜o entre ellas, lo que acerca
los volu´menes de cada toroide de las subcadenas.
Para el ejemplo 4 se fijo´ la longitud p y se dejo´ muy poca
variacio´n al a´ngulo α j. A pesar de los nuevos lı´mites de bu´sque-
da, se confirmo´ que entre mayores las longitudes y el a´ngulo α j
entre subcadenas, mayor es el volumen de trabajo.
Tomando en cuenta los casos anteriores, la diferencia entre
radios siempre se acerca a nu´meros pequen˜os, pero nunca lle-
ga a valores muy cercanos a cero, por lo que el o´ptimo de esa
variable no es tan claro.
El u´ltimo caso, fija la longitud del eslabo´n L y deja plena li-
bertad a la longitud del eslabo´n p. Se confirma que entre mayor
las longitudes, mejor el espacio de trabajo seguro. Sin embar-
go, para ese caso, la diferencia entre base fija y efector final si
tendio´ a cero. Adema´s, el mejor a´ngulo α j entre las subcadenas
no fue propenso a tener un mayor valor, si no que se mantuvo
cerca del lı´mite inferior.
Despue´s de revisar los resultados reportados en las Tablas
2-6, se puede concluir que cuanto mayor sea el taman˜o de los
eslabones, mayor sera´ el espacio de trabajo, sin importar las
restricciones. Sin embargo, la diferencia entre los radios pare-
ce alejarse de los lı´mites establecidos para obtener los espacios
de trabajo ma´s grandes, por lo que tienen que ser tratados y
analizados con ma´s cautela para obtener las mejores soluciones
posibles.
El a´ngulo α j entre las subcadenas cinema´ticas presenta una
tendencia a tener actuadores angularmente equidistantes y la di-
ferencia entre radios busca mantener a las subcadenas paralelas
para tener espacios de trabajo ma´s grandes, pero no el robot
con subcadenas ma´s equidistantes y paralelas sera´ el o´ptimo en
todos los casos.
6. Perfiles de velocidad y aceleracio´n.
El robot Delta se utiliza generalmente en actividades de
“pick and place” para objetos pequen˜os, lleva´ndolos de un lugar
a otro en lı´nea recta. Para esta aplicacio´n, se presenta un ejem-
plo para comparar velocidades y aceleraciones de los actuado-
res de un robot Delta tradicional y un robot Deltoide con los
mismos taman˜os de eslabones. Para ambos robots, el eslabo´n L
mide 800 mm, el eslabo´n p mide 1000 mm, el radio de la plata-
forma fija es de 703 mm y el radio mo´vil de la plataforma es de
500 mm. Los a´ngulos entre las subcadenas cinema´ticas para el
robot Delta tradicional son 120◦y 240◦, y para el robot Deltoide
son 152◦y 208◦.
Como muestra la Figura 11, los robots toman una pieza en
el punto localizado a (-653, 75, 1320) mm visto desde el centro
de su plataforma fija y lo mueven a la posicio´n (780, 0, 1320)
mm. Ambos robots tienen que mover la pieza a una distancia
total de 1435 mm. Para lograrlo, sus plataformas mo´viles tie-
nen que acelerar y desacelerar a una razo´n de 60 m/s2 partiendo
del reposo para llegar a una velocidad constante de 4.5 m/s.
Figura 11: Ejemplo de “pick and place”
Aunque ambos robots tienen los mismos taman˜os de esla-
bones, sus espacios de trabajo son muy diferentes, como puede
verse en la Figura 12, pero para este ejemplo ambos robots pue-
den alcanzar las posiciones deseadas.
a) b)
Figura 12: Comparacio´n visual entre el robot Delta a) y el robot Deltoide b).
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Utilizando los datos anteriores, se realiza una simulacio´n de
movimiento para ambos casos utilizando la herramienta gra´fica
desarrollada para analizar el robot Deltoide.
La Figura 13 muestra los gra´ficos de posicio´n, velocidad y
aceleracio´n de los actuadores durante la actividad de “pick and
place” para ambos robots.
Delta TradicionalDeltoide
Deltoide
Delta Tradicional
Delta Tradicional
Deltoide
Figura 13: Posicio´n, velocidad y aceleracio´n angular para ambos robots durante el transporte de la pieza.
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Para la posicio´n y la velocidad angular, ambos robots se
comportan de manera similar, logrando estados similares en el
tiempo, pero cuando se trata de la aceleracio´n se puede ver que
las subcadenas cinema´ticas 2 y 3 tienen que lograr sobre acele-
raciones muy diferentes. Por ejemplo, el robot Deltoide alcanza
una aceleracio´n angular cerca de 40 rad/s2 antes de 0.1 segun-
dos, luego pasa a 20 rad/s2 y despue´s de 0.3 segundos, el robot
Deltoide tiene que pasar de una aceleracio´n de 20 rad/s2 a casi
-100 rad/s2. Por otro lado, el robot Delta antes del instante de
0.1 segundos acelera hasta 30 rad/s2, despue´s llega a 50 rad/s2
a los 0.3 segundos y tiene que ir de 50 rad/s2 hasta alrededor
de -140 rad/s2. Mientras que para la subcadena cinema´tica 1
de ambos robots se mantienen las aceleraciones pues esta´n en
la misma posicio´n en ambos robots. Esto demuestra que, pa-
ra esta aplicacio´n especı´fica, el robot Deltoide tiene una ligera
ventaja cinema´tica sobre el robot Delta. Aunque, una desven-
taja se muestra al mover el robot de una manera perpendicular
al ejemplo mostrado, porque es el lado ma´s largo de su espa-
cio de trabajo, donde el robot Delta tendra´ aceleraciones ma´s
pequen˜as.
7. Conclusiones.
En este trabajo, un algoritmo gene´tico fue utilizado para op-
timizar los para´metros propuestos del robot Deltoide, variando
los lı´mites de bu´squeda. Los resultados mostraron que se am-
plio´ el espacio de trabajo del robot Deltoide en funcio´n de la
longitud de sus eslabones, porque cada subcadena cinema´tica
tendra´ un espacio de trabajo ma´s grande y consecuentemente,
la interseccio´n entre su a´rea de trabajo sera´ mayor. Tambie´n
se observo´ que, cuando las subcadenas cinema´ticas tienden a
ser angularmente equidistantes, el espacio de trabajo aumenta
pero no siempre esta configuracio´n sera´ la mejor opcio´n. La di-
ferencia o´ptima entre los radios del toroide generado por cada
subcadena cinema´tica depende en gran medida del resto de las
variables, ası´ que despue´s de que e´stas son establecidas, se pue-
de encontrar la mejor solucio´n.
Una aplicacio´n comu´n para los robots Delta es una opera-
cio´n “pick and place” de objetos pequen˜os. En este sentido, se
introdujo un ejemplo para comparar tanto al robot Delta como
al robot Deltoide. Se demostro´ que el espacio de trabajo re-
sulto´ ma´s grande en el Deltoide incluso cuando ambos tenı´an
los mismos taman˜os de eslabo´n. Adema´s, al simular el movi-
miento, los actuadores del robot Deltoide estaban bajo acelera-
ciones menores en comparacio´n con el robot Delta.
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